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(a) On remarque que VV | correspond a une matrice carrée de taille n.
La matrice VT V est symétrique car
= T
(vT v) =y (VT) =v'v
Par combinaison linéaire, la matrice Q est symétrique.

Par développement du carré de la somme de deux matrices qui commutent
; 4 4 2
QTQ=@=1,——LwT + 2w TY.
vl vl
Or

(va )2 =wIwT =|vIfvwT

donc
2= 4yt 4 -

= =1,

4 v

Ainsi, la matrice Q est orthogonale.

(b) Puisque Q* = 1,,, la matrice Q figure une symétrie.
Aussi, pour X € Vect(V), en écrivant X = AV

QX =V - zﬁva AV =AV =22V ==V = -X
7

et, pour X € Vect(V) > ;

QX=X- z-l—zvvl, =
117 -

On en déduit que Q est la symétrie orthogonale par rapport a |'espace Vect(V) =

( = ) Deux matrices semblables ont assurément le méme polynéme caractéristique. La réciproque est fausse en général mais nous allons ici
I'établir du fait que les matrices A et B sont orthogonales.

( <= ) Supposons y, = x,. Puisque la matrice A est orthogonale, le théoreme de réduction des isomeétries assure que la matrice A est
orthogonalement semblable a une matrice réduite diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme

cos(8) —sin(8)
(1), (=1), ) avec 8 € |0; .
b = (sin(@) cos(8) ) e 10:al

Le polynéme caractéristique de A est alors un produit de facteurs

X—1, X+1, ou X*—2cos(6)X +1.
L'égalite y, = x, assure alors que, a I'ordre pres des blocs diagonaux, les matrices reéduites auxquelles sont semblables A et B sont identiques.
Puisque réorganiser les blocs diagonaux revient a remplacer une matrice par une matrice semblable, on peut affirmer que les matrices A et B
sont semblables.
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()Aes; (F)doncA™' €8, (E)etparsuite({ -, - ), est un produit scalaire sur E.

(b) On a
(x,ABy}, = (A~ x, ABy) = {x, By) = (Bx,)) = (ABx, y) ..
L'endomorphisme AB est autoadjoint dans (E,{ -, - ) donc diagonalisable,
(c)Ona
(Bx,x) (ABx, x) A
Axx) |l
En introduisant une base orthonormée # = (ey,...,e,) de (E,{ - , - M) formée.de vecteurs propres de AB, on peut écrire pour

X =X1€; + -+ Xpln,
(AB\ \) /11 X + +/i,,\,",

I\II X+
en notant 4y, ..., 4, les valeurs propres de AB. |l est clair que cette quantité est comprise entre A,,,i,(AB) et 4,..(AB). De plus, ces deux valeurs
propres sont valeurs prise par
(ABx, x) A
1113
en x vecteur propre associé. Enfin, E \ {0,] est connexe par arcs et I'image d'un connexe par arcs par une application continue est un
connexe par arcs. On peut donc conclure que les valeurs prises par
{Bx, x)

X = #

(A “x, X}

sur E \ {0} constituent le segment
; . [Amin(AB); Ayux(AB)].
(d) On a (Bx, x} < Apax(B)]| X||" &t (A'x,x) > Ax]\n:x("1_l)|lxll- donc
(Bx, x) < Amax(B) .
A AmmiA™)
Or
1
/lnm\(-‘\)

Ami:l(A—I }=

donc

(Bx, x) ST TP 7
Tﬁ‘) < Amux(A)Amax(B)

et la conclusion est des lors facile.
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On note D4 la matrice diagonale (ay,...,a,). De méme pour Dpg. Puisque A est
symétrique, le théoréme spectral affirme qu’il existe une matrice orthogonale O 4 telle que
A = '04D40,4. De méme, il existe OF orthogonale telle que B = 'OpDgOp. On pose
O = 04'0p qui est aussi orthogonale. Alors, on a

trAB = tr(("O4DA04)(*ODpOp)) = tr(AOB'O) = Z a'ibjOiQ.j'

ij=1
On pose m; ; = Of §* Il reste a montrer que

n

Z aibjm,:J < Zn:a,'b,‘. (1)
=1

ij=1

De plus, on observe qu’il suffit de montrer ce résultat lorsque les suites (a;) et (b;) sont
strictement décroissantes. Le résultat général s’obtient ensuite par densité en utilisant que les
fonctions X — 'O 4 /X0, /p sont continues, tout comme la trace. Comme O est une matrice
orthogonale, M = (i, ;) est une matrice bi-stochastique, c’est-a-dire vérifiant

(a) 0 <m;,; <1 pour tout i, j;

(b) la somme des coefficients sur chaque ligne est égale a 1;

(c) la somme des coefficients sur chaque colonne est égale a 1.

On va montrer que (1) est vérifié pour toute matrice bi-stochastique. L’application

n
f: M- Z a;bjm; j

i,j=1

est continue et I'ensemble des matrices bi-stochastiques est compact (évident d’aprés le ca-
ractérisation (a)-(b)-(c¢)) donc elle atteint son maximum sur cet ensemble pour une certaine
matrice M. On montre que M est 'identité. Supposons par 'absurde que ce n’est pas le cas.
On regarde le plus petit indice i tel que m;; < 1. On peut supposer que i = 1 (car sinon,
on se raméne au méme probléme en dimension n — i + 1). La somme des coefficients de la
premiére colonne de M vaut 1, comme my; < 1, il doit exister jp € {2,...,n} avec my j, > 0.
De méme, il existe ig € {2,...,n} tel que m;,1 > 0. Fixons 0 < ¢ < min(m, j,, mi, 1y). On
considére la matrice M définie comme perturbation de M :

e si (i) = (1,1) ousi (i,4) = (io, Jo),
mij =mi;+ < —e si(i,J) = (i, 1) ousi (i,7) = (1, Jo)
0 sinon.

On constate que M est encore une matrice bi-stochastique (les coefficients restent bien dans
[0,1] d’apreés le choix de €). De plus

n n
Z n..;bjﬁn‘_,‘ — Z aibjm,-.j =ceab) + S(l,',objo -— €(l,j0b1 - E(lejo = E((Ll — aio)(bl — bjo)
1,9=1 t,9=1

Cette quantité est strictement positive car on a supposé que les suites (a;) et (b;) étaient
strictement décroissantes, ce qui contredit la maximalité de M pour f.
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